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It is proven that every critically n-edge-connected finite graph G contains a vertex 
of degree n and a vertex x such that G - x is (n - I )-edge-connected. Furthermore, 
the minimum number of such vertices in a critically n-edge-connected graph of 
given order is determined. i I 1986 Academic Press, Inc. 
Es gibt eine recht umfangreiche Literatur iiber minimal n-fach zusam- 
menhangende Graphen, kritisch n-fach zusammenhlngende Graphen und 
minimal n-fach kantenzusammenhangende Graphen. iiber kritisch n-fach 
kantenzusammenhangende Graphen ist mir nur eine Arbeit bekannt, 
namlich [4]. Hierbei heiDt ein Multigraph G kritixh n-fuch kantenzusam- 
menhiingend oder abkiirzend n-kritisch, wenn er n-fach kantenzusam- 
menhangend ist, aber fur jede Ecke x von G der Multigraph G-x nicht 
mehr n-fach kantenzusammenhlngend ist. Solche Graphen scheinen auf 
den ersten Blick weniger angenehme Eigenschaften zu haben als die 
anderen drei Typen. Zum Beispiel ist von den endlichen Graphen der 
obigen drei Typen bekannt, daI3 ihr Minimalgrad gleich n bzw. kleiner oder 
gleich in - 1 ist (siehe [2, 3, 1 ] ). Ein kritisch n-fach kantenzusam- 
menhangender Multigraph kann aber beliebig hohen Minimalgrad haben. 
(In einem Multigraphen seien mehrfache Kanten zugelassen, in einem 
Graphen nicht. Beim Studium des Kantenzusammenhangs ist es nattirlich, 
Multigraphen zu betrachten.) Dies zeigt etwa das folgende Beispiel. Wenn 
man in einem vollstandigen Graphen K, mit n Ecken jede Kante durch m 
parallele Kanten ersetzt, entstehe K;. Seien H, , H, disjunkt und isomorph 
zu K; mit n, m > 1. Der Multigraph G entstehe aus H, u H, durch Hin- 
zufiigen von n unabhangigen (d.h., disjunkten) Kanten zwischen H, und 
H,. Dann ist G n-kritisch und regular vom Grad m(n - 1) + 1. 
(Allgemeiner entsteht aus einem n-kritischen Multigraphen wieder ein 
n-kritischer Multigraph, wenn man-wie eben in einem Multigraphen mit 
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zwei Ecken-jede Ecke vom Grad n durch einen K; ersetzt.) Etwas Derar- 
tiges kann aber nicht eintreten, wenn man mehrfache Kanten ausschlieBt. 
Wir werden hier zeigen, dal3 jeder endliche, n-kritische Graph eine Ecke vom 
Grad n enthiilt. Dies war von B. Peroche und anderen vermutet worden 
(miindliche Mitteilung). Hieraus ersieht man, da13 jeder endliche, n-fach 
kantenzusammenhlngende Graph G eine Ecke x enthilt, so dal.3 G-x 
noch (n - l)-fach kantenzusammenhingend ist. Dariiber hinaus wird die 
Mindestanzahl solcher Ecken und der Ecken vom Grad n in endlichen, 
n-kritischen Graphen genau bestimmt. 
Wir verwenden die folgende Notation. Die Eckenmenge eines Mul- 
tigraphen G werde mit E(G) bezeichnet, seine Kantenmenge mit K(G); 
weiterhin sei (G[:= [E(G)I. Auch ohne besondere Erwahnung seien alle 
Multigraphen als endlich vorausgesetzt, d.h., IGI + /K(G)/ sei immer 
endlich. Ferner sei x E G gleichbedeutend mit x E E(G) und G, n G2 = @ 
gleichbedeutend mit E(G,)nE(G,) = (zi und K(G,)nK(G,)= 0. Die 
Menge aller Kanten zwischen den Ecken x und y in einem Multigraphen 
werde mit [x, .r] bezeichnet, wobei wir in Graphen die Kante zwischen .Y 
und 1’ mit [x, ~1 identifizieren. Fur Teilmultigraphen H,, H, von G sei 
K(HI, HZ; G):= U.sH~..w,z [x,y] und K(H,; G):= K(H,, G-E(H,); G); 
die entsprechenden Anzahlen von Kanten werden mit K(H,, H,; G) und 
K( HI ; G) bezeichnet. Fur H mit E(H) = (x} schreiben wir hierbei einfach x 
statt H. Insbesondere ist also K(X; G) der Grad der Ecke x in G.-Die Kan- 
tenzusammenhangszahl des Multigraphen G werde mit E,(G) bezeichnet. 
Falls /G] 3 2 ist, gilt also A(G) = min { ] Ti: Tc K(G) und G - T unzusam- 
menhangend}; fur G mit IGJ d 1 setsten wir A(G) = 0. Ein Multigraph G 
mit A(G) > n heigt n-fach kantenzusammenhlngend. (In dem Folgenden sei 
n immer eine positive ganze Zahl.) Fiir XC E(G) sei 
G(X):= G - (E(G) - X) der von X induzierte Teilmultigraph. Ein induzier- 
ter Teilmultigraph F:= G(X) heigt ein Fragment van G, wenn 
0 #X s E(G) ist und K(F; G) = i(G) gilt. Mit F= G(X) ist such 
J?= G-X ein Fragment von G; wir nennen es das zu F komplementtire 
Fragment. Fur y E G und ein Fragment F von G -y sei F? das zu F in 
G - y komplementare Fragment. 
Das folgende Lemma ist wesentlich fiir unsere Resultate, aber verwandt 
mit ahnlichen Lemmata in den Arbeiten iiber die eingangs erwahnten 
anderen drei Typen von Graphen. 
LEMMA. Seien x, #x2 Ecken des Multigraphen G und seien Ci, C: kom- 
plementiire Fragmente von G -xi fiir i = 1,2. Seien ‘etwa x, E Cz und x2 E C, 
und sei C, n C; # 0. Dunn ist C, n C; ein Fragment von G - x2, oder es ist 
C;nC2=0 undsomit IC,/<lC,I. 
Beweis. Sei I,,:= 1(G - xi) fiir i= 1, 2. Wegen C, A C! # 0 ist 
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Ic(C,nC;; G-x2)2& = K(C;,C*;G) = K(C~~C;, C,;G) + 
K(C; n C2, C,; G), woraus sich K(C~ n C’, C; n C2; G) > tc(C; n C;, C,; G) 
ergibt wegen x(C,nC2;G-x,) = K(C~~C;,C,;G) + ti(C,nC;, 
C; n C;; G). Nehmen wir C; n C, # 0 an. Dann gilt aus Symmetriegrin- 
den such rc( C; n C2, C; n C;; G) B JC(C; n C;, C1 ; G). Mit den letzten 
beiden Ungleichungen folgt IC( C, n C; , C; n C; ; G) > K( C; n C; , C2 ; G) 
2 K(C’, n C;, C’, n C,; G) 2 K(C; n C;, C,; G) 2 IC(C’, n C;, C, n C;; G). 
Hieraus ergibt sich ic(C, n C2 , C’, n C;; G) = K( C; n C;, C, ; G) und so& 
Jc(ClnC;; G-x,) = K(C,nC;,CZ;G) + K(C,nC;,C;nCi;G) = 
K(C~ n C;, C,; G) + x(C; nC>, C,; G)=l,. Also ist C, nC> ein 
Fragment von G - x2. Die letzte Behauptung, namlich 1 Cz 1 < 1 C, 1 im Falle 
C;nC,=@, ist trivial, da dann E(C’,)g{x,} u (E(C,-x2) - 
E( C, n CL)) gilt. 
Der folgende Satz ist als Kern der Arbeit zu betrachten, da sich die in 
der Einleitung erwlhnten Resultate leicht daraus herleiten lassen. 
SATZ. Seien x0 eine Ecke des endlichen Multigraphen G, F, ein Fragment 
von G-x, und r > l(G - x0) eine reelle Zahl. Dann existieren ein 
x1 E {x,} v E(F,) mit I1(G - x1) < r und ein zusammenhiingendes Fragment 
F, von G-x, mit E(F,)r {xO}uE(Fo), so daJ jedes x E E(F, ) die folgende 
Eigenschaft hat: es ist ,l(G - x) 2 r oder fiir jedes Fragment F von G -x mit 
x,$Fgilt FnF,=@. 
Beweis. Sei Fb:= (~E{x~}~E(F,):I~(G-~)<~} und fur x~Fb sei 
g,:= (F: F Fragment von G-x mit E(F) E {x,,} u E(F,)); weiterhin sei 
g:= lJx,PO 5,. Wegen x0 E F; und F, E 3, ist 5 # 0. Also konnen wir aus 
5 ein Fragment mit moglichst wenig Ecken auswahlen, etwa F, E g,, mit 
x1 E Fb. Wir zeigen, da13 F, die gewiinschten Eigenschaften hat. Wegen 
seiner Minimaleigenschaft ist F, zusammenhlngend. Sei x E F, und nehmen 
wir I(G - x) < r an. Dann ist x E Fb wegen E(F,) c {x,,) u E(FO). Sei F ein 
Fragment von G - x mit x1 cf F. Fiihren wir die Annahme Fn F, # 0 zum 
Widerspruch. Nach dem Lemma ist dann F, n F ein Fragment von G-x 
oder es ist F-T1 n P = 0 und IF\ < /F, I. Im ersteren Fall ist 
F1 n FE 5, c 5 mit F, n Fc F, - x, im Widerspruch zur Wahl von F, . Im 
letzteren Fall ist E(FX) E {x1 } u E( F, ) c {x0} u E( FO), also px E 5, s 3 
mit IFI < IF, 1, im Widerspruch zur Wahl von F,. Also mu13 im Falle 
A( G - x) < r fur alle Fragmente F von G - x mit x1 +! F gelten Fn F, = 0. 
Dieser Satz hat eine Reihe interessanter Korollare. 
KOROLLAR 1. Sei G ein endlicher, kritisch n-fach kantenzusam- 
menhiingender Multigraph mit IGI 3 3. Dann existieren fiir geeignete Ecken 
in G Fragmente F, von G-xi mit iFi1 <n fiir i = 1,2 und 
2, ‘nxk2 = 0. 
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Beweis. Sei x0 E G. Wegen (GI > 3 existiert ein Fragment F0 von G - x0. 
Da G n-kritisch ist, gilt n(G - x,,) < n. Somit kiinnen wir den Satz fur r:= n 
auf x,,, F,, anwenden und erhalten x1 E G und ein Fragment F, von G -x1 
mit den dort angegebenen Eigenschaften. Da A( G - x) < n fur jedes x E F, 
gilt, ist also Fn F1 = @ fiir jedes Fragment F von G-x mit x1 $ F und 
somit F c Fxl I . Wegen ,I(G-x) <n ist ti(x, F; G)>O, also such 
IC(X, F-T-;1  G) > 0 fur alle x E F, . Wegen rc(F, , Ffl; G) = I(G - x, ) < n folgt 
hieraus IF1 I< n. Wenn wir den Satz nun nochmals anwenden, und zwar 
auf x1 und F-:1, erhalten wir ein x2 E {x1 } u E(F;l) und ein Fragment F, 
von G-x, mit E(F,) E (x1} uE(@), fur das nach obigem IF, 1 <n gilt. 
Wegen FI n F, = @ ist Korollar 1 damit bewiesen. 
KOROLLAR 2. Jeder endliche, kritisch n-fach kantenzusammenhiingende 
Graph G hat mindestens 2 Ecken vom Grad n. 
Beweis. Da K2 der einzige endliche, 1-kritische Graph ist, konnen wir 
n > 2, also IGI 3 3, voraussetzen. Nach Korollar 1 existieren zu geeigneten 
x, , x2 E G Fragmente Fi von G - xi mit jFi I < n fiir i = 1,2, die disjunkt 
sind. Da G keine mehrfachen Kanten hat, gilt K(F,; G-xi) > 
I Fi I (n - IF, I ). Mit JC(F~; G - xi) = A( G - xi) < n - 1 folgert man hieraus 
leicht IFi I = 1 oder IF; I = n - 1. Dann ist aber X(,X; G) = n fur jedes x E F, 
und es ergibt sich Korollar 2 wegen Fl n Fz = 0. 
In [4] wurde gezeigt, da13 jeder 2-kritische Graph G mit IGI B 4 min- 
destens 4 Ecken vom Grad 2 besitzt. Mehr als 4 Ecken vom Grad 2 
brauchen solche Graphen such bei beliebig hoher Eckenzahl nicht zu 
enthalten, wie die endlichen “Leitergraphen” zeigen: Fur n > 3 ist aber 
Korollar 2 bestmoglich, wie man aus dem folgenden Beispiel ersieht. Fiir 
ein k 2 1 seien H, ,..., Hk disjunkte, vollstandige Graphen mit 
/HiI =2(n- 1). Sei {Ai, Bi) eine Partition von E(H,) mit 
IAil = lBil =n- 1 fiir i= l,..., k. Der Graph G entstehe aus Uf= 1 Hi durch 
Hinzufiigen von n - 1 disjunkten Kanten zwischen Bj und Ai+I fur 
i=l ,..., k - 1 und durch Hinzufiigen zweier Ecken a und b, der Kante 
zwischen a und 6, aller n - 1 Kanten zwischen a und A 1 und aller n - 1 
Kanten zwischen b und Bk. Der Graph G ist n-kritisch und hat fiir n 2 3 
nur zwei Ecken vom Grad n, nlmlich a und b. 
Aus Korollar 2 folgt 1(G) = n fur jeden n-kritischen Graphen G. Also 
kann ein n-kritischer Graph G nicht such (n - 1)-kritisch sein, d.h., es 
existiert ein x E G mit n(G - x) 2 n - 1. Zum Beispiel gilt ja fur xi. Fi aus 
dem Beweis von Korollar 2 x(Fi; G -xi) = n - 1, also ;1(G - xi) = n - 1. 
Wir werden nun die Mindestanzahl solcher Ecken in n-kritischen Graphen 
bestimmen. 
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KOROLLAR 3. Jeder endliche, n-fach kantenzusammenhiingende Graph G 
enthZilt mindestens min{ /Cl, 2[n/27 + 2) Ecken x mit A(G - x) > n - 1. 
Beweis. Sei G ein n-fach kantenzusammenhangender Graph und sei 
Xl ,..., x, eine Folge verschiedener Ecken von G, so da13 fur alle i = l,..., m 
gilt A(G-(x, ,..., xi})>n. Sei XEG-{x ,,..., x,} mit 1(G-{x ,,..., x,, 
x} ) > n - 1. Dann ist such 1(G - x) > n - 1, da nach Voraussetzung fur alle 
i = l,..., m gilt rc(xi; G- {x1 ,..., xi- Ir x}) > n - 1. Somit geniigt es, die 
Behauptung fiir n-kritische Graphen zu beweisen. Sei also G n-kritisch. Wir 
konnen annehmen, da13 ein x0 E G mit n(G - x0) d n - 2 existiert. Also ist 
n B 2 und es existiert ein Fragment F, von G-x0. Wir wenden unseren 
Satz fur r:= n - 1 auf x0, F, an und erhalten x1 und ein Fragment F, von 
G-x1 mit den dort beschriebenen Eigenschaften. Sei x E F, mit 
J.(G - x) < n - 2 < r und sei F ein Fragment von G - x mit x, 4 F. Dann gilt 
Fn F, = 0 nach unserem Satz, also FS @. Wegen 1(G - x) < n - 2 ist 
K(x,@; G)>rc(x,F;G)22. Also ist I(~EF,:L(G-x) < n-2)) < 
Lrc(FI, FYI; G)/2J = LJ(G-x,)/2] < Ln/2] - 1. Da G keine mehrfachen 
Kantenhat,ist IF,I(n-(F,I) < rc(F,;G-x,)<n-1,also IF,I>n.Somit 
ergibt sich ( {x E F, : i(G - x) > n - 1) I 2 n + 1 - Ln/2 _I. Wegen 
i(G-x,)<n-2 ist {xEF~:~L(G-x)>n-1) E E(Fo). Da G-x, zwei 
disjunkte Fragmente hat, folgt also ( {x E G: A(G - X) 3 n - 1) I 3 
2(n + 1 - Ln/2 _I), wie behauptet. 
Die Beispiele aus Abb. 1 zeigen, da13 es zu jedem n > 3 beliebig groge n- 
kritische Graphen G gibt, die genau 2rn/21+ 2 Ecken x mit 
A(G -x) > n - 1 haben. Fiir n = 2 ist Korollar 3 nicht bestmoglich, denn es 
ergibt sich unmittelbar durch Induktion, daB jeder 2-fach kantenzusam- 
menhangende Graph G mit t trennenden Ecken mindestens t + 3 Ecken x 
mit I(G -x) > 1 enthalt. 
r Wir untersuchen nun die analoge Frage fiir Multigraphen. Betrachten 
wir zunachst das folgende Beispiel. Sei C ein Kreis der Lange mindestens 3 
und seien a,, a2 benachbarte Ecken von C. Fur eine natiirliche Zahl n und 
eine nicht negative ganze Zahl k < Ln/21 entstehe der Multigraph G,,, aus 
C durch Ersetzen der Kante [a,, al] durch Ln/2 J - k parallele Kanten und 
jeder Kante aus K(C) - [a,, a*] durch rn/21+ k parallele Kanten. Dann 
ist A(G,,k)=n und fur alle XEG”.~- {a,, a2} ist A(G,,,--x)= Ln/2J-k, 
wlhrend n(G, - a,) = [n/21 + k fur i= 1, 2 gilt. Hieraus ersieht man, da13 
ein n-fach kantenzusammenhlngender Multigraph G keine Ecke x mit 
J.(G - x) > [n/21 und nicht mehr als zwei Ecken x mit A(G - x) 2 [n/21 zu 
enthalten braucht. Wir zeigen nun die Existenz zweier solcher Ecken. 
KOROLLAR 4. Sei G ein endlicher, n-jach kantenzusammenhiingender 
Multigraph mit IGI > 3. Dunn existieren Ecken a, #a, in G mit 
A(G-ai)>rn/21 ftir i= 1, 2. Wenn n gerade und I GI z 4 ist und 
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A(G-x)<n/2 f’ II ur a e x E G gilt, dann existieren sogar vier verschiedene 
Ecken al, a2, a3, a4 in G mit IZ(G-a,)=n/2 ftir i= l,..., 4 und mit 
[ai, ai+,] #@fir i= 1,2. 
Beweis. Wir konnen fur beide Behauptungen annehmen, da13 ein x,, E G 
mit I(G - x,,) < j-n/21 existiert. Sei F, ein Fragment von G-x,,. Wir wen- 
den den Satz fur r:= rn/21 auf x0, FO an und erhalten x1, F, mit den dort 
angegebenen Eigenschaften. Sei x E F, und nehmen wir ,I(G - x) < rn/21 
an. Es gibt ein Fragment F von G-x mit x1 #F. Die Eigenschaften von 
XI, F, liefern dann FnF,=@, also Fn @ # Qr. Wegen 
K(Fn@;G)sK(F;G-x) u K(@; G-x,) ist K(F~@;G) 6 
1(G-x)+I(G-x,) < 2(rn/2+1)<n, im Widerspruch zu A(G)>n. 
Also gilt I(G - x) > [n/21 fur alle x E F, und somit F, E F,, woraus sich 
die erste Behauptung ergibt. Sei nun n gerade und 1(G -x) < n/2 fiir alle 
x E G. Nach obigem gilt also I(G - x) = n/2 fur alle x E F, . Wie eben sieht 
man, da13 Fn @ # @ zum Widerspruch fiihrt. Also ist F s F, und somit 
IF, I 2 2. Da F, zusammenhangend ist, ergibt sich hieraus die zweite 
Behauptung. 
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Wenn man beim zweiten Teil von Korollar 4 genau eine Ecke x mit 
I(G - x) > n/2 zulaBt, liefert der Beweis noch zwei benachbarte Ecken 
a,, a2 mit I(G - ai) = n/2. Man sieht leicht an Beispielen, da13 such diese 
Aussagen scharf sind. Man kann die Korollare 2 bis 4 verallgemeinern, 
wenn man die Resultate in Abhangigkeit von der Vielfachheit 
o(G) := max x,ye J [x, y]) des Multigraphen G formuliert. Ganz analog 
zum Beweis von Korollar 2 erhalt man dann, dab fur n > 2 jeder endliche, 
n-kritische Multigraph G zwei Ecken x mit rc(x; G) d (n - 1) u(G) + 1 hat, 
und lhnlich wie im Beweis von Korollar 3 ergibt sich, daI3 jeder endliche, 
n-fach kantenzusammenhlngende Multigraph G mit ICI > 2 zwei Ecken x 
mit ,I(G -x) 2 n - o(G) enthalt. 
Zum Schlut3 mochte ich noch bemerken, daI.3 sich die Ergebnisse dieser 
Arbeit nicht auf unendliche Graphen iibertragen lassen; denn man kann 
leicht zu jeder natiirlichen Zahl n einen unendlichen, kritisch n-fach kanten- 
zusammenhangenden Graphen von beliebig hohem Minimalgrad angeben, 
in dem jede Ecke sogar trennend ist. 
Zusatz bei der Korrektur. Inzwischen erhielt ich ein Manuskript “Theorems on critically 
n-edge-connected graphs” von Li Yongjie und Tsao Yiming mit verwandten Resultaten. 
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